On the generalized Simpson's formula based on the function-values at random points by 樋口, 功
愛知工業大学研究報告
第 35号 A 平成12年
ランダムな分布点での関数値に基づく
一般化された Simpson公式について
On the generalized Simpson's formula 




The integration formulas of Newton-Cotes are given by the function-values at 
equally spaced abscissas. 
The Gaussian integration formulas are based on出evalues at nonequally spaced 
points distributed regularly by出eorthogonal polynomials. 
On the other hand， it occurs often when we treat with the experimental data， 
that the c乱lculationof integral must be done by using the values at random poi凶s
in the interval. 
In this paper， we shall first establish the generalized Simpson's formula based 
on the data at irregularly distributed points. 
Next， we shall give the concrete form of the best formula having the highest 



















される。 関数 fεc3 および区間 [aム]ぅ (h=b-a)に対し，
Ik，l，m (f) = ih 
x{ (m 刷 m-3l-3m十制α+肋)
十(k-m)(6mk -3m -3k十2)j(α+lh) 


















ランダムな分布点の値による一般化された Simpson公式 25 
2.ランダムな3点の値に対する Simpson公式の一般化
任意の実数 k，l， m (0三k< l < m ~ 1)，および p，q rに関する 3点近似積分公
式を 1(1)，その誤差を Ej(1) と置く，すなわち
とする。
1(1)=九{pf(α+肋)+ qf(α+川+rf(α+mh) }， 
ra十h
Ej(1) = 1(1) -1(1) = 1(1) -I f(x)dx 
先ず，任意の k，l， m が与えられたとき， 1(1)の精度が最も高くなるような p，
q， r と k，l， m の関係を調べる。
定理1. k， l， m を 0三k< l < m三lを満たす任意の実数とする。 [α，月上の3点
近似積分公式
1(ト h{Pf(α品)+ qf(α+仇)+ rf(α+州}， h = bー α
の精度が最も高くなるのは





6(k -l)(m -l) 
6kl-3k -3l + 2 




+(k -m)(6mk -3m -3k + 2)f(α+ lh) 
寸(lーめ(6kl-3k -3l + 2)f(α+ mh)}， Vk， Vl， Vm; 0計 <l < m三1
で， 任意の関数 fεcn(η 三3)に対し
Ej(1) = Eh.l.rn (1) = O(ゲ)1
が成り立つ。
1 Ej(f)三Ch4を満たす定数Cが存在するとき，Ej(f) = O(h4)と表す
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証明 • fεcn (η~ 3) に対し Taylorの定理より，以下の式を満たす α，s，γ， d 
が存在する。






Ej(1) = 1(1) -1(1) 
=(p+q+r-1)f(α)h+(pk+ql+Tm-j)f(α)九2
+[去何十ql2+ rm2)ー占]f" (α)h3 + O(ゲ)
3数 p，q， rを決めるために，h， h2， h3の係数を 0 と置けば十分だから
(1) p+q十r= 1， pk + ql十一j， p川んm2=i
式 (1) を p，q， r を未知数とする連立方程式とみなして解くと
6lm -3l-3m + 2 
p= 
6(m -k)(l-k) 
6mk -3m -3k + 2 
q= 
6(k -l)(m -l) 
6kl-3k -3l + 2 
T=6(J-m)(k-m) 
となる。 よって Ik，!m(1)が決まり，その誤差は O(が)である。
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定理 2. 定理1で求めた3点近似積分公式 Ik，l，m(j)は，曲線 Y= f(x)上の3点
(α+ kh， f(α+肋))フ (α+lh， f(α+川， (α+mh， f(α+mh)) 
を通る 2次曲線で f(x)を近似し， [α， bJ上で積分したものと一致する。
証明 Yo = f(α+肋)， Yl = f(α十lh)，Y2 = f(α+mh) と置く。 3点
(α 十kh，yo)， (α+ lh， Yl)， (α+ mh，Y2) 
を通る 2次曲線は
Y = j(X) = Yo +旦二旦(x-α-kh) 
九(l-k) 
(l-m)yo + (m -k)Yl十件 -l)Y2
(x -α-kh)(x-α lh) 
日(k-m)(m -l)(l -k) 
である。ここで
fhーα-kh)dx =千(1一以)
la+h (x -α-kh)(x-α-lh)dx =一 (6kl-紘一 3l+ 2)
だから
fUz=fj(x )dx 
6(k -l)(l -m)(m -k) 
x { (m -l) (6ml -3l -3m +川α+肋)
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注意 3点を通る 2次曲線で f(x)を近似するという意味で，積分公式人l，m(1)は
確かに同on公式の一般化である。 また実際， k = 0ぅ J=j，m=1のとき p
んがω=~{f(いf(α+;)+f(α +h)}
で，これは Simpson公式そのものである。
一般の k，l， m の値に対しては 1(1)の誤差の限界は O(h4) までだが， た，l， m 
の値によってはその精度を更に高めることもできる。 たとえば， k = 0， l = ~， m = 1 
のときの Simpson公式 10ι1 (1) の誤差は，任意の f(x)εcn (η 三4) に対して
O(h5) である。
4.精度が最も高い 3点近似積分公式
最後に，一般化された Simpson公式 1k，lm(1)が，どのようなた，l， m の値に対し
て精度が最も高くなるかを調べる。








It-h4(f)二五(時十(Eー す刈+8f(α+E)+叫叫5りfベ(いα叶+←T手)hh 川(~p( 11 ♂5¥，¥ npl . h¥ ~p( ，1 V15¥，¥i 
で，その誤差は，任意の f(x)εcn(η三6)に対し O(h7) である。
証明. 任意の f(x)εcn (η と 6) に対し Taylorの定理より，以下の式を満たす
0;， s，γ， !5が存在する。
ra+h 
1(1) = I f(x)dx = F(α+ h)-F(α) 
ヱ f(ゆ +jffh)h2十 +:，f(5)(α)が+;lf(6)(α)九76! J ¥ 1 7! 
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i(1) = h{pJ(α+肋)十州+仇)+ rJ(α+仙)}
=ゃいα)+ l'剛+jf(α)(kh)2十十台(5)川 h)5寸門的(kh)6}
村{1(α)+ 1'(仙+~! 1"(α)(lh)2十 十if(5)川 )5+古川γ)(lh)6}
+rヤ(α)十1'(α川寸1"(α)(mh)2+ 十if(5)(仰 h)5十jf(6)仰げ}]
ここで誤差を計算し整理すると
Ej(1) = 1(1) -1(1) 
= (p+q+r一川
++(jw 
誤差が O(h7) となるように 6数 p，q， r， kうし m を決めるため， 九，h2フ・ h6の係
数を 0 と置いて
(2) p+q十r= 1 
(3) 
1 













式 (2)rv (7) よりまず p，q， r を消去すると




12klm -6kl -6lm -6mk + 4k + 4l + 4m = 3 
30klm -20kl -20lm -20mk + 15k十15l+ 15m = 12 
20klm -15kl -15lm -15mk + 12k + 12l + 12m = 10 





よって， 根と係数の関係から，k， l， m は次の3次方程式の解である。
Z33-2， 3m l= 一_.一一 i 一一
2 5 20 
これより
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